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Pentru a putea parcurge aplicatiile vom avea nevoie sa prezentdm pricipiul lui Dirichlet
si interpretarea acestuia.

Principiul lui Dirichlet este un concept fundamental in matematica, numit dupa
matematicianul german Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet. Acest principiu se poate formula
astfel: daca repartizam (nk + 1) obiecte in k cutii, atunci in cel putin o cutie vor fi cel putin
(n + 1) obiecte. Putem observa ca 1n enunt este pusa 1n evidenta existenta unui numar minim de
obiecte repartizate in aceasi cutie.

In continuare sunt prezentate citeve probleme a caror rezolvare se face utilizind acest

principiu.

1. Dintre 13 de persoane, sa se arate ca exista cel putin doua care isi serbeaza ziua in aceeasi
luna a anului.

Solutie. Un an are 12 luni. Consideram ca avem 12 cutii etichetate cu lunile anului si 13
biletele cu numele persoanelor. Daca distribuim in fiecare cutie cate un nume de persoana,
atunci unul rdmane de pus intr-o cutie in care deja avem un biletel. Aceasta insemana cd avem

cel putin doua persoane sunt nascute in aceeasi luna a anului.

2. Intr-o padure sunt 700000 de stejari. Fiecare stejar are cel mult 400000 de frunze. Si se
demonstreze ca exista cel putin doi stejari cu acelasi numar de frunze.

Solutie. Presupunem contrariul, adica presupunem ca nu existd doi stejari din aceasta padure
cu un numar egal de frunze. Atunci cel mult un stejar (un stejar sau nici unul) va avea o frunza.
La fel, cel mult un stejar va avea doua frunze, s.a.m.d, cel mult un stejar va avea 399999, cel
mult un stejar va avea 400000 de frunze. Deci, cel mult 400000 au un numar de intre 1 si
400000 de frunze. Cum in total sunt 400000 de stejari, si deoarece fiecare stejar are cel mult
400000 de frunze, rezulta ca vor fi cel putin doi stejari cu acelasi numar de frunze .

Observatie. Se observa cu usurinta, ca solutia nu tine esential de numerele concrete 700000
(numarul de copaci) si 400000 (numdrul maximal de frunze). A fost utilizat faptul ca 700000
este strict mai mare decat 400000. In demonstratie s-a presupus ci nu exista stejar fara frunze,
desi problema si demonstratia este adevarata si in acest caz.

Acum putem reformula principiul lui Dirichlet:
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Fie in n cutii sunt plasate k obiecte. Dacd obiecte sunt mai multe decat cutii (k > n), atunci
existd cel putin o cutie care contine cel putin doud obiecte.

Este important de mentionat ca nu se tine cont care cutie contine cel putin doua obiecte. La
fel nu este important cate obiecte sunt in aceastd cutie, precum si cate astfel de cutii avem. Este
important ca exista cel putin o cutie cu cel putin doua obiecte (doua sau mai multe).

Revenim din nou la problema 2. S& rezolvam aceastd problema utilizand principiul lui
Dirichlet. Presupunem ca avem 400000 de cutii numerotate respectiv 1,2,3,...,400000.
Plasam (virtual) in aceste cutii 700000 de stejari in modul urmator: in cutia cu indicile s se
repartizeaza stejarii cu s. Deoarece stejarii, adica "obiecte", sunt mai multe decat cutiile, rezulta
ca cel putin o cutie va contine cel putin doua obiecte, adica cel putin doi stejari. Deoarece in
aceeasi cutie sunt stejari cu numar egal de frunze, deducem ca exista cel putin doi stejari cu lasi

numar de frunze.

3. La un turneu de tenis au participat n = 2 jucatori. Sa se demonstreze ca in orice moment al
turneului dinaintea ultimei runde, cel putin doi jucatori au lasi numar de victorii.

Solutie. In orice moment al turneului dinaintea ultimei runde, fiecare jucitora jucat
(cutii). Fiindca la turneu au participat n jucatori rezulta ca cel putin doi jucdtori au lasi numar de

victorii Thaintea ultimei runde.

4. Din cei 25 de elevi ai unei clase, 14 au participat la olimpiada de limba romana, 15 la
olimpiada de matematicd, 16 la olimpiada de chimie, 17 la olimpiada de fizica. S se arate ca
cel putin 13 elevi au participat la toate cele patru olimpiade.

Solutie. Presupunem ca nici un elev nu a participat la toate cele patru olimpiade, deci fiecare
a participat la cel mult trei olimpiade. Daca fiecare elev a participat la trei olimpiade. Atunci la
cele patru olimpiade au participat 25-3 = 75 (elevi ). Dar numarul elevilor participanti la
olimiade este 14 + 15+ 16 + 17 = 62. Avem 1n plus 13 de elevi. Deci cel putin 13 elevi au

participat la toate cele patru olimpiade.

5. Intr-o scoald sunt 1500 de elevi. Sa se arate ci existd o zi in care cel putin 5 elevi fsi
sarbatoresc ziua de nastere.

Solutie. Un an bisect are 366 zile s1 1500 = 366 - 4 + 36, deci conform principiului lui
Dirichlet existd o zi in care s-au nascut cel putin 4 + 1 = 5 elevi. Cu atat mai mult dacd anul nu

este bisect.



6. Sa se demonstreze ca dintre trei numere naturale oarecare se pot alege doud a caror suma sau
diferenta este divizibild prin 2.

Solutie. Orice numar natural este de forma 2k sau 2k + 1, k € N (doua cutii). Cum
avem trei numere si doar doud cutii rezultd ca cel putin doua dintre numere vor avea aceeasi

pariatate. Deci suma sau diferenta acestora este un numar par (divizibil cu 2).

7. Aratati ca in orice multime formatd din 5 numere naturale existd doua a caror diferentd este
multiplu de 4.

Solutie. La Tmpartirea unui numar cu 4 obtinem unul din resturile 0, 1, 2, 3 ( deci partu cutii).
Fiindca avem 5 numere (5 obiecte si 4 cutii ) rezultd ca cel putin doud numere vor da lasi rest la
impartirea cu 4 Ele sunt de forma x = 4k + r si y = 4l + r. Atunci diferenta lor este x —y =

4(k — 1), adica un numar divizibil cu 4.

8. Sa se demonstreze, ca printre orice 2024 numere intregi existd doua numere care dau acelasi
rest la impartirea cu 2023.

Solutie. Consideram 2023 cutii etichetate cu numerele 0,1, 2, ..., 2022, care reprezinta
resturile Tmpartirii la 2023. Repatizam in aceste cutii 2023 de numere iIntregi arbitrare, in
dependentd de restul impartirii la 2023, adicd in aceeasi cutie se plaseaza numerele cu acelasi
rest la impartirea la 2023. Cum numere ("obiecte") sunt mai multe decat cutii, conform
principiului lui Dirichlet, existd o cutie ce contine mai mult decat un obiect. Deci, existd (cel
putin) doud numere plasate Tn aceeasi cutie. Prin urmare, existd doud numere cu acelasi rest la
impartirea prin 2023. Atunci, diferenta lor este divizibila cu 2023.

Generalizare: Fie n + 1 numere intregi. Sa se arate ca exista cel putin doua numere, din cele

date, care au difetenta divizibila cu n (care dau lasi rest la impartirea prin n).

9. Aratati cd, printre noud numere naturale prime mai mari decat 5, exista intotdeauna doua a
caror diferenta se divide cu 30.

Solutie. Daca printre cele noud numere naturale doud sunt egale, atunci diferenta lor este 0,
deci divizibila cu 30. Daca numerele sunt distincte doua cate doua, dinn = 30gq +r,r € N,0 <
r <29, n numar prim diferit de 2, r poate fi numai 1,7,11,17,19,23,29. Asadar avem 9
numere care dau 8 resturi distincate, de unde: doua numere dau acelasi rest, iar diferenta lor este

multiplu de 30.



10. Sa se demonstreze, ca printre orice sase numere intregi existd doud numere a caror diferenta
este divizibila prin 5.

Solutie. Consideram 5 cutii etichetate cu numerele 0,1,2,3,4, care reprezintd resturile
impartirii la 5. Repatizdm in aceste cutii sase numere intrgi arbitrare, in dependenta de restul
impartirii la 5, adica in aceasi cutie se plaseaza numerele cu acelasi rest la impartirea la 5. Cum
numere ("obiecte") sunt mai multe decat cutii, conform principiului lui Dirichlet, exista o cutie
ce contine mai mult decat un obiect. Deci, existd (cel putin) doud numere plasate in aceeasi
cutie. Prin urmare, existda doua numere cu acelasi rest la impartirea prin 5. Atunci, diferenta lor

este divizibila cu 5.

11. Aratati ca in orice multime formata din 5 numere naturale exista doua a caror diferenta este
divizibila cu 4.

Solutie. La impartirea unui numar cu 4 obtinem unul din resturile 0, 1, 2, 3 (deci partu cutii).
Fiindca avem 5 numere ( 5 obiecte si 4 cutii ) rezulta ca cel putin doud numere vor da acelasi
rest la impartirea cu 4. Ele sunt de forma x = 4k + r si y = 4l + r. Atunci diferenta lor este

x —y = 4(k — 1), adica un numar divizibil cu 4.

12. Sa se arate cd oricum am alege 7 patrate perfecte (distincte) exista cel putin doud a caror
diferenta se divide cu 10.

Solutie. Dacd a este numarul a cdrui patrat este a atunci la imparfurea cu 10 a lui a obtinem
resturile: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. Atunci a?, la impartirea cu 10 va da unul din resturile:
0,1,4,5,6,9. Fiindca avem 7 patrate perfecte si numai resturile 0,1,4,5,6,9 conform
principiului cutiei rezulta ca cel putin doud patrate perfecte dau acelasi rest la impartirea cu 10,

deci diferenta lor se divide cu 10.

Pentru exersare, iata cateva probleme cu pricipiul cutei, date la olimpiade si concursuri:

13. Punctele unui cerc se coloreaza cu verde sau galben astfel incét orice triunghi echilateral
inscris in cerc sd aiba exact doua varfuri colorate in galben. Sa se arate cad existd un patrat
inscris in cerc care are cel putin trei varfuri colorate in galben. (Olimpiada judeteana 2007,

clasa a VIlI-a)

14. a) Aratati ca din oricare 3 numere naturale, putem alege doua, astfel incat suma lor sa fie un

numar par.



b) Fiind date 7 numere naturale, aratati ca putem alege 4 dintre ele astfel incat suma

lor sa fie divizibila cu 4. (Concursul “Florica T. Campan” 20006, etapa interjudeteand, clasa a

Vil-a)

15. Sa se arate cd oricum am alege cinci numere naturale, existd doud dintre ele care au suma

sau diferenta divizibile cu 7. (Olimpiada locala Galati 1995, clasa a VI-a)

16. Sa se arate cd din oricare cinci numere naturale prime, mai mari decat 2, putem alege doua

astfel incat diferenta lor sa fie divizibila cu 8. (Olimpiada locala Alba 1996, cls. a VI-a)

17. Demonstrati cd din oricare 4 numere naturale diferite putem alege doua astfel Incat suma

cifrelor diferentei lor sa fie multiplu de 3. (Olimpiada judeteana Arges 20006, clasa a V-a)

18. Pe un satelit sferic de razd 2 sunt amplasate 9 statii de emisie-receptie. Demonstrati cae
xista doud statii pe satelit aflate la o distantd ce nu depaseste m. (Concursul "Florica T.

Campan", 2002).

19. Sa se arate ca oricum am alege 51 de numere naturale distincte intre 1 §1 100, exista printre

ele doud a, b astfel incat a | b. (Concursul "Florica T. Campan”, 2004).
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