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PRINCIPIUL LUI DIRICHLET 

Prof. Chișiu Gabriela 

Prof. Rusu Carmen 

 

Pentru a putea parcurge aplicațiile vom avea nevoie să prezentăm pricipiul lui Dirichlet 

și interpretarea acestuia.  

Principiul lui Dirichlet este un concept fundamental în matematică, numit după 

matematicianul german Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet. Acest principiu se poate formula 

astfel: dacă repartizăm        obiecte în   cutii, atunci în cel puţin o cutie vor fi cel puţin 

      obiecte. Putem observa că în enunţ este pusă în evidenţă existenţa unui număr minim de 

obiecte repartizate în aceaşi cutie. 

În continuare sunt prezentate câteve probleme a căror rezolvare se face utilizând acest 

principiu. 

 

1. Dintre    de persoane, să se arate că există cel puţin două care îşi serbează ziua în aceeaşi 

lună a anului. 

Soluţie. Un an are    luni. Considerăm că avem    cutii etichetate cu lunile anului şi      

bileţele cu numele persoanelor. Dacă distribuim în fiecare cutie câte un nume de persoană, 

atunci unul rămâne de pus într-o cutie în care deja avem un bileţel. Aceasta însemană că avem 

cel puţin două persoane sunt născute în aceeaşi lună a anului. 

 

2. Într-o pădure sunt        de stejari. Fiecare stejar are cel mult        de frunze. Să se 

demonstreze că există cel puţin doi stejari cu acelaşi număr de frunze.  

 Soluţie. Presupunem contrariul, adică presupunem că nu există doi stejari din această pădure 

cu un număr egal de frunze. Atunci cel mult un stejar (un stejar sau nici unul) va avea o frunză. 

La fel, cel mult un stejar va avea două frunze, ş.a.m.d, cel mult un stejar va avea       , cel 

mult un stejar va avea        de frunze. Deci, cel mult        au un număr de  între   şi 

       de frunze. Cum în total sunt        de stejari, şi deoarece fiecare stejar are cel mult 

       de frunze, rezultă că vor fi cel puţin doi stejari cu acelaşi număr de frunze .  

Observaţie. Se observă cu uşurinţă, că soluţia nu ţine esenţial de numerele concrete         

(numărul de copaci) şi        (numărul maximal de frunze). A fost utilizat faptul că         

este strict mai mare decât       . În demonstraţie s-a presupus că nu există stejar fără frunze, 

deşi problema şi demonstraţia este adevarată şi în acest caz.  

Acum putem reformula principiul lui Dirichlet:  
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Fie în n cutii sunt plasate k obiecte. Dacă obiecte sunt mai multe decât cutii (k > n), atunci 

există cel puţin o cutie care conţine cel puţin două obiecte.  

Este important de menționat că nu se ţine cont care cutie conţine cel puţin doua obiecte. La 

fel nu este important câte obiecte sunt în această cutie, precum şi câte astfel de cutii avem. Este 

important că există cel puţin o cutie cu cel puţin două obiecte (două sau mai multe).  

Revenim din nou la problema  . Să rezolvăm această problemă utilizand principiul lui 

Dirichlet. Presupunem că avem        de cutii numerotate respectiv               . 

Plasăm (virtual) în aceste cutii        de stejari în modul următor: în cutia cu indicile s se 

repartizează stejarii cu s. Deoarece stejarii, adica "obiecte", sunt mai multe decât cutiile, rezultă 

că cel puţin o cutie va conţine cel puţin două obiecte, adică cel puţin doi stejari. Deoarece în 

aceeaşi cutie sunt stejari cu număr egal de frunze, deducem că există cel puţin doi stejari cu laşi 

număr de frunze.  

 

3. La un turneu de tenis au participat     jucători. Să se demonstreze că în orice moment al 

turneului dinaintea ultimei runde, cel puţin doi jucători au laşi număr de victorii. 

Soluţie. În orice moment al turneului dinaintea ultimei runde, fiecare jucătora jucat 

maximum      partide şi a putut obţine             victorii, deci în total     posibilităţi 

(cutii). Fiindcă la turneu au participat   jucători rezultă ca cel puţin doi jucători au laşi număr de 

victorii înaintea ultimei runde. 

 

4. Din cei    de elevi ai unei clase,    au participat la olimpiada de limba română,    la 

olimpiada de matematică,    la olimpiada de chimie,    la olimpiada de fizică. Să se arate că 

cel puţin    elevi au participat la toate cele patru olimpiade. 

 Soluţie. Presupunem că nici un elev nu a participat la toate cele patru olimpiade, deci fiecare 

a participat la cel mult trei olimpiade. Dacă fiecare elev a participat la trei olimpiade. Atunci la 

cele patru olimpiade au participat         ( elevi ).  Dar numărul elevilor participanţi la 

olimiade este                 Avem în plus    de elevi. Deci cel puţin    elevi au 

participat la toate cele patru olimpiade. 

 

5. Într-o şcoală sunt        de elevi. Să se arate că există o zi în care cel puţin   elevi îşi 

sărbătoresc ziua de naştere.  

         Soluţie.  Un an bisect are     zile şi              , deci conform principiului lui 

Dirichlet există o zi în care s-au născut cel puţin       elevi. Cu atât mai mult dacă anul nu 

este bisect.  
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6. Să se demonstreze că dintre trei numere naturale oarecare se pot alege două a căror sumă sau 

diferenţă este divizibilă prin  . 

Soluţie. Orice număr natural este de forma    sau     ,     (două cutii). Cum 

avem trei numere şi doar două cutii rezultă că cel puţin două dintre numere vor avea aceeaşi 

pariatate. Deci suma sau diferenţa acestora este un număr par (divizibil cu 2). 

 

7.  Arătaţi că în orice mulţime formată din   numere naturale există două a căror diferenţă este 

multiplu de  . 

 Soluţie. La împărţirea unui număr cu   obţinem unul din resturile         ( deci partu cutii). 

Fiindcă avem   numere (  obiecte şi   cutii ) rezultă că cel puţin două numere vor da laşi rest la 

împărţirea cu   Ele sunt de forma        şi       . Atunci diferenţa lor este     

      , adică un număr divizibil cu  . 

 

8. Să se demonstreze, că printre orice      numere întregi există două numere care dau acelaşi 

rest la împărţirea cu     .  

Soluţie. Considerăm      cutii etichetate cu numerele             , care reprezintă 

resturile împărţirii la     . Repatizăm în aceste cutii      de numere întregi arbitrare, în 

dependenţă de restul împărţirii la     , adică în aceeaşi cutie se plasează numerele cu acelaşi 

rest la împărţirea la     . Cum numere ("obiecte") sunt mai multe decât cutii, conform 

principiului lui Dirichlet, există o cutie ce conţine mai mult decât un obiect. Deci, există (cel 

puţin) două numere plasate în aceeaşi cutie. Prin urmare, există două numere cu acelaşi rest la 

împarţirea prin     . Atunci, diferenţa lor este divizibilă cu     . 

Generalizare: Fie     numere întregi. Să se arate că există cel puţin două numere, din cele 

date, care au difetenţa divizibilă cu   (care dau laşi rest la împărţirea prin n). 

 

9.  Arătaţi că, printre nouă numere naturale prime mai mari decât  , există întotdeauna două a 

căror diferenţă se divide cu   . 

  Soluţie. Dacă printre cele nouă numere naturale două sunt egale, atunci diferenţa lor este 0, 

deci divizibilă cu   . Dacă numerele sunt distincte două câte două, din               

    ,   număr prim diferit de  ,   poate fi numai                   . Aşadar avem 9 

numere care dau 8  resturi distincate, de unde: două numere dau acelaşi rest, iar diferenţa lor este 

multiplu de   . 
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10. Să se demonstreze, că printre orice şase numere întregi există două numere a căror diferenţă 

este divizibilă prin  .  

Soluţie. Considerăm   cutii etichetate cu numerele          , care reprezintă resturile 

împărţirii la  . Repatizăm în aceste cutii şase numere întrgi arbitrare, în dependenţă de restul 

împărţirii la  , adică în aceaşi cutie se plasează numerele cu acelaşi rest la împărţirea la  . Cum 

numere ("obiecte") sunt mai multe decât cutii, conform principiului lui Dirichlet, există o cutie 

ce conţine mai mult decât un obiect. Deci, există (cel puţin) două numere plasate în aceeaşi 

cutie. Prin urmare, există două numere cu acelaşi rest la împarţirea prin  . Atunci, diferenţa lor 

este divizibilă cu     

 

11. Arătaţi că în orice mulţime formată din   numere naturale există două a căror diferenţă este 

divizibilă cu  . 

 Soluţie. La împărţirea unui număr cu   obţinem unul din resturile         (deci partu cutii). 

Fiindcă avem   numere (   obiecte şi   cutii ) rezultă că cel puţin două numere vor da acelaşi 

rest la împărţirea cu  . Ele sunt de forma        şi       . Atunci diferenţa lor este 

          , adică un număr divizibil cu  . 

 

12. Să se arate că oricum am alege   pătrate perfecte (distincte) există cel puţin două a căror 

diferenţă se divide cu   . 

Soluţie. Dacă   este numărul a cărui pătrat este    atunci la împărţurea cu 10 a lui   obţinem 

resturile:                    . Atunci   , la împărţirea cu    va da unul din resturile: 

           . Fiindcă avem   pătrate perfecte şi numai resturile             conform 

principiului cutiei rezultă că cel puţin două pătrate perfecte dau acelaşi rest la împărţirea cu   , 

deci diferenţa lor se divide cu   . 

 

 Pentru exersare, iată câteva probleme cu pricipiul cutei, date la olimpiade și concursuri: 

 

13. Punctele unui cerc se colorează cu verde sau galben astfel încât orice triunghi echilateral 

înscris în cerc să aibă exact două  vârfuri colorate în galben. Să se arate că există un pătrat 

înscris în cerc care are cel puţin trei vârfuri colorate în galben.  (Olimpiada judeţeană 2007, 

clasa a VIII-a) 

 

14. a) Arătaţi că din oricare   numere naturale, putem alege două, astfel încât suma lor să fie un 

număr par. 
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            b) Fiind date   numere naturale, arătaţi că putem alege   dintre ele astfel încât suma 

lor să fie divizibilă cu  . (Concursul “Florica T. Câmpan” 2006, etapa interjudeţeană, clasa a 

VII-a) 

 

15. Să se arate că oricum am alege cinci numere naturale, există două dintre ele care au suma 

sau diferenţa divizibile cu  . (Olimpiada locală Galaţi 1995, clasa a VI-a) 

 

16. Să se arate că din oricare cinci numere naturale prime, mai mari decât  , putem alege două 

astfel încât diferenţa lor să fie divizibilă cu  . (Olimpiada locală Alba 1996, cls. a VI-a) 

 

17.   Demonstraţi că din oricare   numere naturale diferite putem alege două astfel încât suma 

cifrelor diferenţei lor să fie multiplu de  . (Olimpiada judeţeană Argeş 2006,  clasa a V-a)  

 

18.   Pe un satelit sferic de rază   sunt amplasate   staţii de emisie-recepţie. Demonstraţi căe 

xistă două staţii pe satelit aflate la o distanţă ce nu depăşeşte π. (Concursul "Florica T. 

Câmpan", 2002). 

 

19.  Să se arate că oricum am alege    de numere naturale distincte între   şi    , există printre 

ele două     astfel încât      . (Concursul "Florica T. Câmpan", 2004). 
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